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Kombinatorne igre

Matko Botin¢an

1. Uvod

U intrigantnom igranom filmu L ’Année derniere a Marienbad (“Prosle godine u
Marienbadu”) [ /] osoba M nagovara osobu X da odigraju jednu jednostavnu igru. Osoba
M poslozi karte na stol na sljedeci nacin:

]
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Igrac¢i naizmjence uzimaju koliko Zele karata 1z jednog retka te se igra ponavlja sve dok
jedan od igraca ne uzme posljednju kartu i time gubi igru. U navedenom filmu osoba M
velikodusno prepusta osobi X da odigra prvi potez. Na Zalost, osoba X ¢e uvijek izgubiti
igru, kako god igrala.

Igra koju u filmu igraju osobe M i X poznata je pod imenom Nim (dolazi od njemacke
rijeCl nehmen) te je jedna od najstarijih 1 najpoznatijih matematickih igara za dva igraca.
Samo ime igre pod kojim je ona danas poznata kao i njezina precizna matematicka teorija
nastali su joS poCetkom proslog stoljeca pionirskim radom C. L. Boutona [2].

Opcenito se igra, dakako, moze igrati predmetima bilo koje vrste (sigurno ste barem
jednom imali priliku susresti varijantu s npr. Sibicama, kamenc¢i¢ima, nov¢i¢ima i sl.), a
pravila za odredivanje pobjednika znaju varirati. Naime, u standardnoj varijanti igre
pobjeduje igra¢ koji uzima posljednji predmet, a u tzv. mizernoj varijanti igra¢ koji
odigra posljednji potez gubi. Igraci iz filma [ /] igraju, dakle, mizernu varijantu Nima.

Neki od citatelja sigurno ve¢ znaju zasto osoba X u opisanoj situaciji gubi igru. Naime,

Nim je primjer igre koja ima svojstvo da sa svake njezine pozicije uvijek toc¢no jedan
igra¢ ima pobjednicku strategiju (za takve igre kazemo da su determinirane), a pripadna
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je strategija prakticki jednostavno provedljiva. Pogledajmo ukratko o ¢emu je rijec
(pretpostavivsi pri tome da igramo standardnu varijantu Nima). Uvedimo pojam korektne
pozicije u igri na sljede¢i nacin. Izrazimo broj predmeta na svakoj hrpi u binarnom
sustavu te dobivene brojeve potpiSimo jedan ispod drugoga (kao kad npr. zbrajamo
brojeve na papiru). Re¢i ¢emo da je dana pozicija Nima korektna ako je zbroj brojeva u
svakom od stupaca paran. U protivnom govorimo o inkorektnoj poziciji. Indukcijom nije
teSko pokazati da tada vrijedi:

Teorem 1: S dane pozicije u Nimu igru dobiva drugi igrac (onaj koji drugi vuce potez)
ako i samo ako je pozicija korektna.

Zadatak 1: Provedite induktivni dokaz ove tvrdnje.
Uputa: Uocite kako svaki potez odigran s korektne pozicije nuzno rezultira inkorektnom
pozicijom, a sa svake inkorektne pozicije moguce je odigrati potez na korektnu poziciju.

Odatle zaklju¢ujemo:

¢ ako je pocetna pozicija u igri inkorektna, igra¢ koji je prvi na potezu ima
pobjednicku strategiju;

¢ ako je pocCetna pozicija u igri korektna, igra€ koji je drugi na potezu ima
pobjednicku strategiju.

Zadatak 2: [ za mizernu varijantu Nima postoji slicna karakterizacija koja odreduje s
kojih pozicija pobjeduje prvi, a s kojih drugi igrac. Pronadite tu karakterizaciju te
odredite kako u tom slucaju izgledaju pobjednicke strategije za igrace.

Opisana karakterizacija u potpunosti rjeSava pitanje pobjednika u igri Nim te
pobjednickom igracu nalaze kako treba optimalno igrati da bi dobio igru. Pitanja o
nalazenju pobjednika i pobjednickih strategija prirodno se namecu prakticki kod svih
tipova igara, no takoder je interesantno zapitati se u kojim bismo sve igrama mogli
upotrijebiti pobjednicku strategiju analognu onoj iz igre Nim. Osnovni cilj ovog teksta
jest prezentirati jedan od temeljnih odgovora na ovo drugo pitanje. Takoder, namjera nam
je pri tome upoznati Citatelja i s osnovnim konceptima koji figuriraju u kombinatornoj
teoriji igara te posebno mladim citateljima docCarati na koji nacin u ovom konkretnom
slucaju snaga 1 elegancija matematicke apstrakcije dolaze do izrazaja.

2. Reprezentacija igara pomocu grafa, odnosno stabla

Nacin na koji se odvija igra Cesto je korisno prikazati pomoc¢u usmjerenog grafa, u kojem
njegovi vrhovi predstavljaju moguce pozicije u igri, a bridovi moguce opcije svakog od
igraca. Primjerice, igra Nim s jednom hrpom od jednog 1 jo$ jednom hrpom od triju
predmeta reprezentirana usmjerenim grafom izgledala bi ovako:
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Igrac¢i naizmjence vuku poteze odabiruci jedan od bridova koji im je dostupan u
pojedinom vrhu grafa. Igra zavrSava u trenutku kada se stigne do terminalne pozicije u
kojoj igrac koji je na potezu nema vise Sto odigrati. U slucaju igre Nim to je pozicija u
kojoj nijedna hrpa viSe ne sadrzi predmet(e). Ishod igre u takvom slu¢aju ovisi o
pravilima igre — vidjeli smo da je kod Nima moguce da takva pozicija bude bilo
pobjednicka, bilo gubitnicka, ovisno o tome igramo li normalnu ili mizernu varijantu
igre. Ipak, u opéenitom slucaju normalna 1 mizerna varijanta igre nisu simetri¢ne
(mizerne varijante daleko je teZe analizirati) pa ¢emo se u ovom tekstu opredijeliti za
normalnu varijantu igara u kojima je pobjednik onaj igra¢ koji je napravio posljednji
potez. Dakle, igru gubi igra¢ koji u nekom trenutku ostane bez poteza, tj. nade se na
terminalnoj poziciji u pripadnom grafu igre.

Primijetimo: da bismo uopce mogli primijeniti opisani kriterij odredivanja pobjednika u
igri, moramo biti sigurni da igra zavrSava nakon kona¢nog broja koraka, tj. da nijednim
izborom poteza ne moze nastati beskonacni niz pozicija (uocite kako €e to biti slu¢aj ako
u pripadnom grafu igre ne postoji beskonacno dugacki put). Tipicne matematicke igre
poput Nima imaju to svojstvo, no to ne mora uvijek biti tako — uzmite za primjer igru
Sah (prisjetite se na koji se nacin u Sahu rjesavaju takve situacije u igri; naime, nijedna
stvarna partija Saha ipak ne traje beskona¢no dugo). Tretiranje beskonacnih tijekova igre
opcenito nije jednostavno i takvim se igrama ne¢emo baviti u ovom tekstu.

Cesto je zgodno prikazati sve moguée tijekove igre (sve razli¢ite puteve u reprezentaciji

igre usmjerenim grafom) pomocu stabla. Kako bi to izgledalo za prethodni primjer igre
Nim s hrpama od jednog i triju predmeta, moZete vidjeti na iducoj slici:
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Uocite kako u svakoj poziciji igre Nim lijevom i desnom igracu stoji na raspolaganju
jednak skup opcija (kazemo da je Nim imparcijalna igra). To ne mora uvijek biti slucaj
pa opc¢enito moramo zasebno promatrati opcije lijevog, odnosno desnog igraca.

Na kraju ove tocke istaknimo joS$ jednom kljucne pojmove koji ¢e nam biti vazni u
daljnjem tekstu:

e igra — usmjereni graf ili stablo koji reprezentiraju pravila igre;
e pozicije u igri — vrhovi usmjerenog grafa, odnosno stabla;
e opcije igrata — bridovi usmjerenog grafa, odnosno stabla.

3. Ukratko o Kklasifikaciji igara

Citatelji hrvatskog matematitkog elektronskog ¢asopisa math.e sigurno se sjecaju &lanka
Vedrana Krcadinca iz treceg broja ¢asopisa, koji je govorio o teoriji igara i
matematickom modeliranju konfliktnih situacija [3]. Igra Nim, kao i one koje ¢emo
razmatrati dalje u ovom tekstu, drugacije su od igara opisanih u navedenom ¢lanku. Kako
bismo rascistili eventualno mogucéu zabunu o koristenoj terminologiji, napravit ¢emo
kratku digresiju o opc€enitoj klasifikaciji igara u teoriji igara.

Teorija igara velika je znanstvena disciplina koja svoje korijene vuce ponajvise iz
matematike 1 ekonomije. U najSirem smislu podijeljena je u dvije grane:

o Kooperativna teorija igara — proucava igre sljede¢ih svojstava:
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o pravila igre su neprecizno (i ¢esto samo implicitno) opisana;

o individualne probleme odluke pojedinih igra¢a u pravilu je nemoguce direktno
analizirati pa se stoga stavlja naglasak na proucavanje koalicija igraca;

o s obzirom da postoji pretpostavka o moguénosti formiranja i odrzavanja
koalicija, moguce je 1 stvaranje kompromisa.

o Nekooperativna teorija igara — proucava igre sljede¢ih svojstava:

o pravila igre precizno su definirana i1 potpuna;

o temeljne jedinice odluke su individualni igraci;

o nije moguce stvaranje kompromisa (osim u slu¢aju kada pravila igre to
eksplicitno dopustaju).

Igre kojima ¢emo se baviti u ovom tekstu spadaju, dakako, u nekooperativnu teoriju
igara. lako one, zbog svoje nekooperativnosti, predstavljaju ve¢ znatnu simplifikaciju
realnih situacija, vidjet ¢emo da su jos uvijek sve prije negoli jednostavne. Opcenito, igre
takvog tipa ne zavrSavaju nuzno samo pobjedom ili porazom, ve¢ uklju¢uju niz mogucih
ishoda zajedno s pripadnim preferencijama svakog od igraca. Pri tome ocekivani dobitak
u igri utjece na ponasanje igrac¢a. Osnovni cilj jest predvidjeti racionalno ponasanje igraca
u raznim konfliktnim situacijama te objasniti pod kojim uvjetima dolazi do
“stabiliziranja”.

Da bismo jasnije odredili kakvi nas to tocno tipovi nekooperativnih igara zanimaju,
moramo napraviti odredenu distinkciju medu njima. Uzmimo kao primjer igru Nim i
neku tipi¢nu kartasSku igru, npr. BriSkulu. Ako malo razmislimo, uocit ¢emo da postoje
dvije kljucne razlike izmedu igara poput Nima 1 igara poput Briskule:

1. U igri Nim, trenutno stanje igre uvijek je vidljivo obojici igraca; kaZzemo da igraci
imaju potpunu informaciju. Jedina nepoznanica u igri su potezi koji ¢e biti odigrani
u buducénosti. U BriSkuli, s druge strane, igra¢i imaju nepotpunu informaciju,
odnosno imaju samo parcijalni uvid u stanje igre (svaki igrac€ vidi samo svoje karte).

2. Nim je igra bez elemenata slucajnosti (svi elementi igre deterministicki su
odredeni), a kod BriSkule to nije tako (ne znamo unaprijed koje ¢emo karte dobiti
prilikom dijeljenja). Za BriSkulu kazemo da je igra s elementima slucajnosti.

Uocimo kako u igrama nepotpune informacije postoji neizvjesnost o trenutnom stanju
igre (odnosno, o sadasnjosti). S druge pak strane, igre s elementima slu€ajnosti uklju¢uju
samo neizvjesnost o buducnosti (pri tome neizvjesnost buduceg poteza nestaje ¢im taj
potez bude odigran).

Dakle, sve skupa zaklju¢ujemo kako nekooperativne igre ima smisla podijeliti na one
potpune, odnosno nepotpune informacije, te na one sa, odnosno bez elemenata
slucajnosti. Na taj je na¢in svaku nekooperativnu igru moguce svrstati u jednu od Cetiriju
dobivenih skupina. Klasifikacija nekolicine popularnih igara prikazana je u sljedecoj
tablici:
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igre potpune informacije igre nepotpune informacije

bez elemenata slucajnosti Nim, Sah, Go Potapanje brodova

s elementima sluajnosti [Monopoly, “Covjeée ne ljuti se”|  Briskula, Bela, Poker

Teorija igara u ekonomiji fokusirana je na donoSenje odluka pod utjecajem neizvjesnosti,
dakle, bilo na igre nepotpune informacije, bilo na one s elementima slucajnosti. Kada se u
uzem smislu govori o teoriji igara, misli se upravo na takve igre. Sada je sigurno ve¢
jasno da nam je Vedran Krcadinac u ¢lanku [3] pisao upravo o takvim tipovima igara.

S druge strane, mi se u ovom tekstu bavimo igrama koje se nalaze u onoj “preostaloj”
kategoriji, tj. (ne-kooperativnim) igrama potpune informacije bez elemenata slu¢ajnosti.
Takve su igre prvenstveno od matemati¢kog interesa (makar to ne znaci da nemaju
primjenu i u drugim podrucjima; sjetite se, primjerice, uvodnog dijela ovog teksta), a
kako tipi¢no imaju dodirnih tocaka s kombinatorikom 1 teorijom grafova, teorija koja se
oko njih razvila naziva se kombinatornom teorijom igara. Ovime smo takoder dali i
svojevrsno opravdanje zasto smo u naslovu upotrijebili termin kombinatorne igre.

4. Formalna definicija igara

Igre potpune informacije bez elemenata slucajnosti, koje kre¢emo analizirati igraju samo
dva igraca. Radi jednostavnosti igrace kratko nazivamo lijevim (L), odnosno desnim (D)
(namjerno ne koristimo nazive “prvi”, odnosno “drugi” igrac, kako ne bi doSlo do zabune
kad budemo govorili o igracu koji je prvi, odnosno drugi na potezu). Dakle, buduci da za
svaku poziciju u igri pravila igre jednozna¢no odreduju dva skupa opcija koje su
dostupne pojedinom igracu, igru mozemo (naizgled mozda jako jednostavno) definirati
kao uredeni par skupova igara. Ako igru oznacimo s G, tada definicija kaze da je

6= {{c™, 6%, .} 1{6™,6%, . 1},

pri ¢emu su {G*,G*=,.. .}, odnosno {G™,GPz,. . .}, skupovi opcija lijevog, odnosno

desnog igraca. Bazu ove induktivne definicije predstavlja igra u kojoj nijedan od igraca
nema Sto odigrati, tj. igra oblika:

10 ={1}
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Ovakvu igru kratko ¢emo oznacivati s 0 (nula). Takoder, igru G obi¢no ¢emo

kompaktnije zapisivati kao G = {G* | G}, pri ¢emu onda G*, odnosno G, predstavljaju
skupove opcija igraca L, odnosno D.

Napomenimo i to da igru { | } nismo slu¢ajno oznacili s 0. Od ovog trenutka nadalje

pojedine igre svjesno ¢emo oznacivati simbolima za brojeve jer ¢emo takvim igrama
moc¢i manipulirati na nacin sli¢an onom kojim manipuliramo brojevima u standardnoj
aritmetici. Da bismo tu ideju razjasnili 1 preciznije opisali, promotrimo prethodno
nekoliko jednostavnih primjera.

Svakoj igri korisno je dodijeliti stupanj koji opisuje njezinu jednostavnost. Nakon svakog
odigranog poteza igra postaje jednostavnija u smislu da stiZzemo u poziciju igre manjeg
stupnja. Najjednostavnija igra (i jedina stupnja 0) jestigra { | } s praznim skupom opcija
za lijevog 1 desnog igraca. U idu¢em koraku kao opcije imamo na raspolaganju @10 =
{|'} pa tako igara stupnja 1 ima ukupno &etiri (=2 °2)itosu: 0, 1= {0}, -1= { |0},
te * = {0]0}. Pripadajuca stabla ovih igara prikazana su na sljedecoj slici (pri tome

opcije igraca L bojimo plavom bojom, a opcije igraca D crvenom):

N SN

0={[} 1={0]} -1={]0}p *={0]C}

Prikazane igre predstavljaju prototipove igara s obzirom na koje ¢emo klasificirati sve
sloZenije igre. One imaju sljedeca klju¢na svojstva:

e Igra O prototip je igre u kojoj gubi igra€ koji je prvi na potezu (jer nema Sto
odabrati), odnosno drugi igrac pobjeduje. Za takve igre kazemo da imaju vrijednost
0.

e Uigri 1, pak, uvijek pobjeduje lijevi igrac bez obzira na to koji igrac igra prvi potez.
Sve igre takvog tipa imaju pozitivnu vrijednost.

e Analogno, u igri -1, uvijek pobjeduje desni igrac. Sve igre takvog tipa imaju
negativnu vrijednost.

e Uigri *= {0| 0} pobjeduje onaj igra€ koji je prvi na potezu i ona predstavlja
najjednostavniju igru koja nije broj. Za igre takvog tipa kaze se da su neizrazite
(engl. fuzzy) jer njihova vrijednost nije ni 0 ni pozitivna ni negativna.

Dakle, svaku igru moZemo prema ishodu svrstati u jednu od navedenih cCetiriju klasa,
kako je to sistematizirano sljede¢om tablicom:
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pocinje D 1

Akouigri G L ima pobjednicku|D ima pobjednicku
strategiju strategiju
pocinje L 1 D ima pobjednic¢ku G=0 G<0

strategiju (drugi pobjeduje) | (D pobjeduje)

L ima pobjednicku G>0 G|O
strategiju (L pobjeduje) (prvi pobjeduje)

Uocimo i1 to kako relacija G = 0 u ovoj tablici ne govori da je sama igra G jednaka igri 0
(nula), ve¢ da je rije¢ o igri kojoj je vrijednost jednaka 0, tj. da igra G pripada klasi igara
u kojoj drugi igra¢ ima pobjednicku strategiju. Isto tako, relacija G || 0 oznacuje da je igra
G neusporediva s igrom 0, tj. da je rije€ o igri u kojoj pobjednicku strategiju ima prvi
igrac.

5. Operacije na igrama

Zamislite da ste u situaciji u kojoj igrate vasu omiljenu igru protiv izvrsnog protivnika,
kojeg nikako ne uspijevate pobijediti. Sigurno biste u takvoj situaciji voljeli imati
mogucnost da, nakon Sto jednom ustanovite kako je vaSa Sansa za pobjedu u igri postala
gotovo zanemariva, prepustite svoje mjesto vaSem protivniku, a vi preuzmete njegovu
ulogu. lako ovakav tip operacije nije bas uobicajen u igrama iz svakodnevnog Zivota, on
je ipak poZeljan i koristan u matematickim igrama. Operacija koja igru G zamjenjuje njoj
suprotnom igrom -G definirana je induktivno ovako:

-G ={-67|-a*}.
Sjetite se pri tome da primjerice -G” zapravo oznaduje skup opcija {-67*, -G, ...},
gdje svaka pojedina opcija predstavlja igru jednostavniju od -G.

Nadalje, na igrama moZemo definirati i operaciju sume. Naprimjer, svaka igra Nim suma
je odredenog broja igara Nim s jednom hrpom. U danoj sumi igra¢ koji je na potezu bira
jednu od komponenata sume te u njoj odigrava jedan od mogucih poteza. Stoga definicija
sume igara G 1 H izgleda ovako:

G+H={G*+HG+H" |G°+HG+HP},

Ovo opet predstavlja induktivnu definiciju: Gt +H, primjerice, predstavlja skup opcija
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{G* + H,G* + H, ...}, svaka od kojih je igra jednostavnija od G + H.

Nije tesko provjeriti da na ovaj na¢in definirana suma ima svojstvo komutativnosti (G +
H=H+ G)iasocijativnosti (F+(G+ H)=(F+G)+ H)tedavrijedi G+0=G1i1G + (-
G) = 0 (drugim rije¢ima, igre sa sumom kao binarnom operacijom uvjetno re¢eno ¢ine
grupu). Pri tome treba biti malo oprezan s Citanjem posljednjih dviju relacija jer je simbol
0 u njima upotrijebljen u dva bitno razli¢ita smisla. U relaciji G + 0 = G simbol 0
predstavlja igru nula, odnosno { | }. S druge strane, relacija G + (-G) = 0 govori da je
igra G + (-G) igra vrijednosti 0, odnosno da pripada klasi igara u kojoj drugi igra¢ ima
pobjednicku strategiju.

Zadatak 3: Provjerite da vrijede sljedece jednakosti:

. 1+ (-1)=0 (uigri 1+ (-1) pobjeduje drugi igrac);
2. *+*=0(uigri * +* pobjeduje drugi igrac).

Sada mozemo definirati relaciju ekvivalencije na igrama na nacin da za igre G 1 H
kazemo da su ekvivalentne, u oznaci G = H, ako u igri G + (-H) pobjeduje drugi igrac,
odnosno vrijedi G + (-H) = 0. Stovise, na igrama moZemo definirati i parcijalni uredaj >,
pri cemu G > H oznacuje da je G + (-H) > 0, tj. u igri G + (-H) uvijek pobjeduje igrac L,
neovisno o tome koji igra¢ zapocCinje igru.

Zadatak 4: PokusSajte dokazati sljedece tvrdnje:

l. Akoje G20iH 20, tadajei G+ H 2 0. (Napomena: G 2 0 oznacuje G =0 ili G>
0)
2. Akoje H=0, tada igra G + H ima isti ishod kao i igra G.

6. Igre stupnja dva

Vidjeli smo da igara stupnja jedan imamo ukupno cetiri pa iz njih dobivamo ukupno 2t =
16 mogucih opcija za svakog od igraca L 1 D, §to sve skupa daje 256 igara stupnja dva.
Ipak, efektivni broj razliCitih igara stupnja dva mozemo bitno reducirati ako uo¢imo da
neke opcije igraci o€ito preferiraju u odnosu na druge. Naime, Cetiri igre stupnja jedan
nalaze se u odnosu koji mozemo ilustrirati ovakvim dijagramom:

0 / | \:+<
\ S
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Na dijagramu preferencije igraca L rastu prema gore, a preferencije igraca D rastu prema
dolje. Primjerice, u skupu opcija {0, -1} igra¢ L ocito e preferirati 0, a u skupu {1, +,—1}
igrac€ D preferirat ¢e opciju -1. Jedini skup opcija u kojem nije a priori jasno Sto bi bila
najbolja opcija za pojedinog igraca jest skup {0, +} . Stoga je za opcije igraca u igrama
stupnja dva potrebno uzeti u obzir jedino sljedece skupove: 9, -1, *, 0, {0,} 1 1. [zmedu
6% = 36 rezultantnih igara stupnja dva samo su 22 medusobno neekvivalentne (pri tome

su Cetiri od njih ekvivalentne ve¢ poznatim igrama stupnja jedan). Pripadna stabla tih
igara prikazuje sljedeca slika.

N 2 N

0 1
3 -3 {1] 0} {0 -1}
T l {1]-1} ==I1 -1*
®
\>/ \.</ .
{1 ] *} {* | -1} T L*
{0,% | =1} {1]0,#} *2
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Kao $to smo vidjeli u uvodnom dijelu ovog teksta na primjeru igre Nim, svaku igru
moZemo prikazati bilo kao stablo, bilo kompaktnije u obliku usmjerenog grafa. Stabla
prvih 5 igara s prethodne slike predstavljaju istovremeno 1 njihove grafove pa stoga na
sljedecoj slici dajemo ilustraciju grafova za preostalih 17 igara. Opcije igraca L, odnosno
D, 1 dalje su obojene plavo, odnosno crveno, dok su zajednicke opcije obaju igraca

obojene zelenom bojom.

'
]
* 4 Lo} {o]-1}
L L
T l +1 1* -1*
2 %
LIy -1 [ -
o] -1} {1104} *2

Medu dane 22 igre imamo jednu igru vrijednosti nula, Sest negativnih, Sest pozitivnih, te
devet neizrazitih igara. Vrijednosti ishoda svih igara sistematizirane su u sljedeco;j tablici.
Pri tome igra vrijednosti nula nalazi se u gornjem lijevom, negativne igre u gornjem
desnom, pozitivne u donjem lijevom, a neizrazite u donjem desnom kvadrantu.
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@‘1 * 0 | {0, -1
() -1 -2
| | |
-1 0 = -1*
| | |
* L {*| -1}
0 [Ifs] T * L * {0] -1}
{':': *} T* *2 {D:* |_l}

T 1211 {1 | =} {10} {20} +1

Zadatak 5: Dokazite da vrijede sljedece tvrdnje:

+
+

2;
1;

R [ —
B[

I={0]« = {0 |«} 20

PH={o«0p =T +%

O*2={0,+]|0,+};

1*= {11} =1+ %,

{L1o} >*

L*={o]0,+ [ 0;

{roy > T * {10} >*2, {1]0} > L =*0, {L|0} > | * {1]0} >+1= {1]|-1},
{rjop o, {Ljor || T;

10, {1|#} >0, {1} >T, {1} || T%

11, o« > L, {uqo, || T.

A I AN e

7. Pojednostavljivanje igara
Prisjetimo se da smo prilikom nalaZenja svih medusobno neekvivalentnih igara stupnja

dva zbog ocitih preferencija pojedinih opcija naspram drugih smjeli izbaciti one manje
poZeljne opcije pojedinog igraca.
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Opéenito, ako u igri G = {G¥, G5, G5, ... | G+, GP2,GP, . .} yrijedi G*2 > G™, kaZemo
da G*2 dominira G™* te u tom slu€aju smijemo izbaciti opciju GH (pod uvjetom da G2
bude zadrzana). Kod desnog igraca situacija je suprotna — kazemo da G"2 dominira G™*

ako vrijedi G”2 < GPt te opet smijemo izbaciti opciju G (ako zadrzimo GDE). Brisanje
dominiranih opcija jedan je nacin za pojednostavljivanje igara.

Drugi, nesto suptilniji nacin, sastoji se od zamjene tzv. reverzibilnih opcija. Opciju
desnog igraca X nazivamo reverzibilnom ako lijevi igra¢ ima odgovor Xt koji je za njega
barem jednako toliko dobar koliko 1 dana igra G, tj. ako vrijedi X5 G.Utom sluaju X
smijemo zamijeniti nizom svih desnih opcija X" = {X¥P,X*P2 . .} od X*. Sli¢no,
opcija lijevog igraca Y je reverzibilna ako desni igra€ ima odgovor Y?, koji je za njega
barem jednako toliko dobar koliko 1 sama igra G, tj. ako je Y’ < Gtetada Y smije biti

zamijenjen nizom svih lijevih opcija YPE od YP.

Primjerice, u igri G = {0,* | *} nijedna opcija lijevog igraca ne dominira nad onom
drugom buduci da je 0 ||*, ali je zato njegova opcija * reverzibilna, buduci da je pripadni
odgovor desnog igraca *R=0,aza igru G vrijedi G > 0 (uvjerite se da je to doista tako!).
To znaci da opciju lijevog igraca * moZemo zamijeniti svim opcijama lijevog igraca od

*R=0={I}, tj. moZemo je zamijeniti svim opcijama praznog skupa, dakle, mozemo je
obrisati. Na taj se na¢in polazna igra G pojednostavljuje uigru {0|=} = T.

Zadatak 6: Analizirajte reverzibilne opcije u igri {1|1} , te je pojednostavite.

8. Imparcijalne igre

Imparcijalnom igrom nazivamo onu igru kod koje je skup opcija lijevog igraca jednak
skupu opcija desnog igraca. Imparcijalne igre koje smo susreli u prethodnim to¢kama bile
su{|}=*0=0, {o|o} =*1=%*te {0,«]0,+} =*2. Ovu konstrukciju nije tesko

generalizirati pa na taj nacin kao igru stupnja n dobivamo igru sljedeceg oblika:

wry = { w0, w1l w2, w(me — 1) | w0, %1, %2, ... % —1)}.

Ovakve igre, buduci da su od posebne vaznosti, imaju 1 posebno ime — nazivaju se
nimberima. Ime potjeCe, naravno, od igre Nim — svaki nimber *n odgovara igri Nim
koja se sastoji od jedne hrpe s n objekata. S obzirom da su u nimberima opcije lijevog 1
desnog igraca jednake, dovoljno je pisati samo jedan skup opcija pa ¢emo u daljnjem
tekstu nimber *n pisati kao *n = {0, *2, ..., %= —1)}.
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Zadatak 7: Zapisite pomocu nimbera opcenitu igru Nim kod koje se u prvoj hrpi nalazi
n, predmeta, u drugoj hrpi n 5 predmeta ..., te u k-toj hrpi n . predmeta.

Nadalje, uloga nimbera postaje jo§ vaznija ako uvidimo da vrijedi sljedeca tvrdnja: svaka
igra oblika

{#a, #b,we, . .. | #a, #b, #c, .}

ekvivalentna je igri *m, gdje je m najmanji nenegativan cijeli broj koji se ne nalazi u
skupu {a,b,¢c,...} . Da bismo to uvidjeli, potrebno je samo uociti kako je svaka opcija *n
za n > m reverzibilna — naime, opcija *m od *r ima svojstvo da je 2 *m — pa stoga *n
mozZemo zamijeniti opcijama od *m, odnosno s 0, *, *2, ..., *(m - 1).

Dana argumentacija zapravo predstavlja induktivni korak dokaza Cinjenice da je svaka
imparcijalna igra ekvivalentna nekom nimberu. Ova tvrdnja, koju su po prvi puta
dokazali Sprague (1935.-36.) 1 Grundy (1939.), jedna je od prvih 1 temeljnih rezultata
kombinatorne teorije igara.

Teorem 2 (Sprague-Grundy): Za svaku imparcijalnu igru G postoji m takav da vrijedi
G = *m.

Zadatak 8: Napravite za vjezbu kompletni induktivni dokaz Sprague-Grundyjevog
teorema (bazu, pretpostavku, te korak indukcije).

9. JoS malo o Nimu i imparcijalnim igrama

Postavlja se joS pitanje kako odrediti pobjednika u danoj imparcijalnoj igri. Zbog
Sprague-Grundyjevog teorema to je sada moguce (barem u teoriji) jer znamo odrediti
pobjednika u svakoj instanci igre Nim. Ipak, igra je tipi€no predstavljena u obliku sume
nimbera, pa bi bilo korisno znati kako se nimberi mogu efektivno sumirati.

Znamo da vrijedi *n + 0 = *n, a nije teSko pokazati da vrijedi 1 *n + *n = 0 (naime, opcije
lijevog 1 desnog igraca su jednake). Krenimo izrac¢unati koliko je *2 + *:

@ w = {05} + {0} = {04ty x 1,524 0} = {3,052} = 43,

Ako sada svakoj strani jednakosti dodamo *, odnosno *2, dobivamo da vrijedi *2 = *3 +
* odnosno * = *3 + *2. Na isti na¢in induktivno dobivamo da vrijedi:

w+owh = {0,% %2 x(a— 1)+ {0, %2, .. x(d— 1]}
= {0+ #byw4 b, ,w(a— 1)+ «bwa + 0,xa+ %, .. wc+*(b—1)}.

Matko Botincan: Kombinatorne igre, "math.e", no. 6, listopad 2005.



Pomocu ove jednakosti sada mozemo izgraditi tablicu zbrajanja nimbera koja bi za prvih
16 nimbera izgledala ovako (elementima u tablici su radi laksSe ¢itljivosti ispuStene
zvjezdice, tj. elementi predstavljaju tzv. nim-vrijednosti nimbera):

0 112 314 5 6 7|18 9101112131415

010 112 314 5 6 7|8 9101112131415
1{1 03 2|54 7 6|9 8111013121514

212 310 1|6 7 4 511011 8 9 14151213
11109 8 15141312

\®)
—_
(e
<
(@)
o

12131415 8 9 1011
13121514 9 8 1110
141512131011 8 9
151413121110 9 8

N N L
N SN L
AN 3 B~ W
(U I CNE e
B~ 0 O
W N = O
D WO =
—_ O W N
S = N W

oo
oo
O

10 11{12 13 14 15
919 8|1110]13121514
10{10 1118 914151213
11{11 1019 8|151413 12
1212 13114 158 9 1011
13113 121151419 8 1110
14114 15112 13|10 11 8 9
1511514113 1211110 9 8

~N N L WD = O
AN N kN WO -
N B 9 O = O W N
A OO 9O =N W
W N = O 39 L
D WO = N B~ W
—_— O W N kA9
S = N W B U O

Opcije pojedinog elementa u tablici ¢ine sve ranije vrijednosti u istom retku 1 istom
stupcu. Uo¢imo kako je svaki element tablice najmanji nenegativan cijeli broj koji se ne
pojavljuje ranije u istom retku ili stupcu. Primjerice, *5 + *6 = *3 jer je 3 prvi broj koji se
ne nalazi u skupu {5,4,7,6,1,0,5,7,4,5 2}, odnosno medu prvih Sest zapisa u petom retku
1 prvih pet zapisa u Sestom stupcu tablice.

Ako malo bolje promotrimo relaciju *5 + *6 = *3, uvidjet ¢emo da je nim-vrijednost 3
dobivena zbrajanjem bez prijenosa u bazi 2, odnosno logickom operacijom eksluzivno ili

(XOR) nim-vrijednosti 5 1 6. Ako tu operaciju nazovemo nim-sumiranjem, dobivamo:

Korolar 1: Nim-vrijednost sume dviju imparcijalnih igrara je nim-suma njihovih nim-
vrijednosti.
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Sada, dakle, imamo efektivan nacin za odredivanje vrijednosti imparcijalnih igara.
Na kraju, zaklju€¢imo §to mozemo re¢i o ishodima u imparcijalnim igrama.
Korolar 2: Svaka pozicija u imparcijalnoj igri je:

e pobjednicka za prvog igraca ako i samo ako je njezina nim-vrijednost jednaka nuli;
e pobjednicka za drugog igraca ako i samo ako je njezina nim-vrijednost razlicita od
nule.

Ovakva karakterizacija, iskazana doduse nesto drugacijim rije¢ima, bila je navedena za
igru Nim jo$ na samom pocetku ovog teksta. No, sada vidimo kako ista karakterizacija
vrijedi 1 u znatno opc€enitijem kontekstu — sve imparcijalne igre imaju takvo svojstvo. To
nam zapravo govori kako igra Nim upravo predstavlja prototip svih imparcijalnih igara
pa je stoga njezina matematicka, a i ona nematematicka popularnost doista 1 teorijski
opravdana. Ne znamo da li je te ¢injenice bio svjestan Alain Resnais, redatelj filma [ /],
no, oc€ito, opredijelivsi se u svom filmu za igru Nim, nije pogrijesio.
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